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Ondas a uma dimensao

Estudo analitico

Consideremos uma corda de massa linear u, horizontal e em repouso. No instante t = 0, transmite-se
a uma por¢ao da corda deslocamentos e velocidades transversais.

Estudemos a evolugdo e a propagacao desta deformacao ao longo do tempo. Se T ¢ a tensao

ty da corda, a forca transversal que actua sobre o elemento

| de comprimento Dx é:
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Um desenvolvimento de 2° ordem conduz a:
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A aplicagdo do principio fundamental da dinamica no segmento Dx da:
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¢ hd uma funcdo de x e de t, T/pu com a dimensao do quadrado de uma velocidade; esta equagdo (equacao
onda) pode escrever-se:
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Esta equacdo admite, como solucao geral:

y(x, t) = fi(x+ vt) + H(x- vt)

fi(x + vt) corresponde a um deslocamento para a esquerda da perturbagdo com uma velocidade v.
O mesmo f(x - vt) corresponde a um deslocamento para a direita. Se f(x) corresponde a forma
da corda no instante t = 0, a forma no instante t obtém-se traduzindo a fungdo f 1(x) paraa
esquerda da distancia vt.
A solugdo no instante t depende entdo das condi-»es iniciais e nos limites:
Em t =0, a forma da corda ¢é: y(x, 0) =] (x) = fi(x) + f2(x) (1)
e _ @ IR0 e ) £ 00)=f (0
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Para integragdo desta relacdo temos: F (x) = v(fi(x) - f2(x)) (2)
De (1) e (2), tiramos:

€

fix) =21 (x) +F (x)/v)
bx) = "2[ () - F(x)V)
A solucao geral da equagao de onda ¢ entdo:
y(x,t) = Ya] (x+vt)+] (x- vt)+ 1/v(F (x+vt)- F(x- vt))]

Caso particulares:

a) Seem t =0, a corda esta imovel f (x) =0et:y(x,t) = 5[] (x+vt)+] (x- vt)]
b) Se a perturbagdo se propaga num s6 sentido, f;(x) =0 ouf(x) = 0.

Se, por exemplo, fi(x) =0 entdo | (x)=-F (x)/v etf (x)=- v.dj (x)/dx



Resoluciao numérica
Pode deduzir-se y(x, t + Dt) de y(x ,t). Um desenvolvimento limitado a ordem 2 da:
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y(x,t+Dt) » y(x,t)+

Tendo em conta a equagdo de onda, temos:
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Aproximamos da segunda derivada:
ﬂZY(X: t) _ Y(X + DXv t) + Y(X B DX: t) - 2Y(X:t)
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y(x,t + Dt) » y(x,t) + ﬂyf"’i’t) Dt + ;2[5): (y(x +Dx,t) + y(x - Dx, ) - 2y(x,1))
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Da mesma forma:
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y(x,t +Dt) + y(x,t- Dt)» 2y(x,t) + (y(x +Dx,t) + y(x - Dx,t)- 2y(x,t))

Usando a = v.Dt/Dx, obtém-se:
y(x, t+Dt) = 2.y(x ,t) + a?[y(x + Dx, t) +y(x - Dx,t) - 2y(x,t)] - y(x,t - Dt)
y(x, t+ Dt)=2.(1 - a?).y(x,t) + a[y(x + Dx, t) + y(x - Dx,t)] - y(x,t - Dt)

Para introduzir as condi-»es nos limites, é pssivel ver que se as duas extremidades da corda
sao fixas, entdo y(0)=y(L)= 0. Se uma extremidade esta livre, entdo esta extremidade ¢
(fly/fIx) = 0. Para traduzir o facto que a inclinag@o da corda ¢ nula, € necessario escrever apenas
que dois segmentos de corda consecutivos tém o mesmo deslocamento.

Estudo numérico da propagacio de uma perturbacio

A corda de comprimento L ¢ dividida em n segmentos id°nticos: podemos assumir
Dx = 1. O aspecto da corda podera ser representada por uma matriz contendo as ordenadas de
cada n segmentos.

Suponha a corda inicialmente em repouso P f(i))=0 (0 £i £n+1)

Consideremos que a deformacao inicial ¢ uma gaussiana centrada no segmentoi ¢
da corda de equagdo j (i) =y(i, 0) = A.exp[-B(@i- 1p)?)] (0 £i £n +1) seja uma deformagao
em tridngulo centrado também em 1.

Em t =1, calcula-se o aspecto da corda que ¢ dado pela relagao:
ya, =] @) +f@) + %V (i+D)+] @G- 1)- 2 )] £i£n)

De seguida faz-se variar o tempo impondo em permanéncia as condigdes nos limites: extremidade
esquerda fixa{y(0, t) =0} e y(n, t) =0 ou y(n, t) =y(n + 1, t) dependo da extremidade direita da corda
¢ fixa ou livre.

Para isso, escreve-se:

yA, t+1)=2(1- vV)y@, ) +vi[y(i+1,0+yd - L1)]- yGt- 1)
A forma da corda no tempo t + 1 é fung¢do da sua forma no tempo t e t-1: é necessario utilizar

trés tabelas y0(i) para t-1, y1(i) para t e y2(i) para t + 1. A cada passo do calculo, as duas primeiras
tabelas sdo actualizadas com os valores das duas tltimas y0(i) = y1(i) e y1(i) = y2(i).
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