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Cadeia linear de osciladores
Considere-se uma cadeia de N massas idênticas, equidistantes, em repouso e ligadas por molas 
idênticas. Seja m a massa, k a elasticidade das molas e a a distância entre duas massas.  
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Equações do movimento
Cada massa mi está fora da sua posição de equilíbrio à distância xi. Está submetida à acção das molas
ligadas às massas mi-1 e mi+1. 
A equação do movimento da massa mi será então: 
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On pose C = k/m =ω0
2.  

ω0 é a frequência (oscilação) do oscilador isolado. 
La solution est de la forme  i i ix A cos( t= ω −

S on suppose que la vitesse initiale de toutes les masses est nulle la solution est :  i ix A cos( t= ω

Et donc : . 2
i ix A cos(= −ω ω

Obtém-se um sistema de equações que pode ser escrito sob a seguinte forma matrial: 
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As frequências ωi podem ser obtidas de modo próprio, procurando os valores próprios deste sistema.
système. 
Os val ores das amplitudes para uma frequência própria dada, serão os componentes do vector próprio
correspondente. 
 
A solução será uma combinação linear de todos os modos próprios: 

i 1i 1 2i 2 Ni Nx A cos( t) A cos( t) A cos( t)= ω + ω + + ω  
Os valores dos coeficientes Aji são determinados a partir das condições iniciais. 
 
Para valores pequenos de N, a procura de valores próprios pode ser feita manualmente. Para valores 
maiores, é necessário considerar uma diagonalização numérica. 
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Estido do caso N=3 
A forma matricial do sistema é: 
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A solução é:
Valores próprios ω2 Vectores próprios 

22C 1
2

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 A11, 112A , A11

2C = 2k/m = 2ω0
2 A12, 0, -A12

22C 1
2

⎛ ⎞
+⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 A13, 132A− , A13

Os valores de A11, A12 e A13 são determinados a partir das condições iniciais. 
 
Relação de dispersão
Le mouvement de la masse i est régi par : i i i 1 i 1

k kx (x x ) (x
m m− += − − + − ix )

)

 

Si le système vibre sur un mode propre, la solution est i ix A cos( t= ω  
Introduzindo este valor na equação diferencial, obtemos uma relação recorrente entre as amplitudes:

les amplitudes : 2
i 1 i 1 i

mA A A 2
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On cherche des solutions de la forme i
piA sin

N 1
π

=
+

 , para p inteiro e 0 < p < N+1

Ces solutions respectent les conditions aux limites A0 = AN+1 = 0 

On a donc : 2(p 1)i (p 1)i pi msin sin sin 2
N 1 N 1 N 1 k
+ π − π π ⎛ ⎞+ = −⎜ ⎟+ + + ⎝ ⎠

ω  

Après simplification on tire : 
2

2 2
02

0
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N 1 k m
π ω

= ω = ω =
+ ω

k  

Ou ainda:          0
p2 sin

N 1
π

ω = ω
+

 

O comprimento total da cadeia de osciladores é L = (N + 1)a. 
Define-se o comprimentos de onda λ = 2(N + 1)a/p e um número de onda K = 2π / λ = pπ/(N + 1)a. 
A relação de dispersão é:

0
Ka2 sin
2

ω = ω  

NOTAS: É possível, em alternativa à procura de valores próprios na matriz do sistema, utilizar a  
relação de dispersão para obter as frequências próprias, mas este método não dá os valores das 
amplitudes. 
Assim, para N = 3, os valores de Ka que correspondem às posições das massas em repouso são π/4,
π/2 e 3π/4. Deduz-se que as frequências próprias são 0,7653ω0, 1,414ω0, 1,8477ω0 . 
 
As frequências próprias estão compreendidas entre 0 e 2ω0.
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