Regresso ao applet

Cadeia linear de osciladores

Considere-se uma cadeia de N massas idénticas, equidistantes, em repouso e ligadas por molas
idénticas. Seja m a massa, k a elasticidade das molas e a a distancia entre duas massas.

Xi-1 Xi Xitl

Equacées do movimento

Cada massa m; esta fora da sua posi¢ao de equilibrio a distancia x;. Estd submetida a accao das molas
ligadas as massas mj_ € M.
A equagdo do movimento da massa m; sera entao:

. N k k
mX; +k(x; —x; ) —k(xy,, = %) = X = —— (%, - X))+ — (X, —X;)
m m
o . k k
Para a primeira massa, temos X, = ——Xx, +—(X, —X,)
m m
S . k k
E para a tltima Xy =——(Xy —Xny)——Xy
m m

Temos C =k/m =0y.

oy ¢ a frequéncia (oscilagao) do oscilador isolado.

A solucdo é da forma X; = A, cos(ot —¢;)

Se temos que a velocidade inicial de todas as massas ¢ nula, a solugdo é: X, = A, cos(mt)
E, entdo: X, =—o’A, cos(mt).

Obtém-se um sistema de equagdes que pode ser escrito sob a seguinte forma matrial:

2c -C 0 - 0 0] A ] A,
—C 2C -C - 0 0| A, A,
0 .. -C 2C -C 0 =o

0 - 0 -C 2C —-C|lA,, Ay,
(0 0 - 0 —C 2c|[Ay] [ A]

As frequéncias m; podem ser obtidas de modo proprio, procurando os valores proprios deste sistema.

Os val ores das amplitudes para uma frequéncia propria dada, serdo os componentes do vector proprio
correspondente.

A solugdo serda uma combinacao linear de todos os modos proprios:
X; = A, cos(m,t)+ A, cos(m,t)+---+ Ay, cos(myt)
Os valores dos coeficientes Aj; sdo determinados a partir das condigdes iniciais.

Para valores pequenos de N, a procura de valores proprios pode ser feita manualmente. Para valores
maiores, € necessario considerar uma diagonalizagdo numérica.
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Estido do caso N=3

A forma matricial do sistema é:
2C -C 0 || A A,
-C 2C 0 ||A,|=0’| A,
0 -C 2CJ|lA, A,

A solucao ¢:

Valores proprios o> | Vectores proprios

2C[l—g] Aq, \/EA”,AU

2C = 2k/m = 2@y’ A2, 0, -Ap,

2C(1+£] A137 _\/EAB D A13
2

Os valores de Ay, Ay2 € Ay sdo determinados a partir das condigdes iniciais.

Relacio de dispersao

. . . . k k
O movimento da massa i é regido por:  X; =——(X; —X;) +—(X;,, = X;)
m m

1

Se o sistema vibra segundo um modo préprio: X, = A, cos(ot) ¢ a solucdo.
Introduzindo este valor na equagdo diferencial, obtemos uma relacao recorrente entre as amplitudes:

A +A_ =A (2—%032}

i+1

Procuram-se solugdes sob a forma: A, =sin

ml , para p inteiro e 0 <p < N+1

Estas solugdes respeitam as condi¢des no limite: Ao = An+1 =0
sen(p+1)m+$n(p_l)m=sen pir (,_m
N+1 N+1 N+1 k

Temos:

2
[k
Depois da simplificagdo: 4sen® P02 o 0)—2 com ®, = ,[—
N+1 k o, m

. T
Ou ainda: ®O=2m,sen ———
+

O comprimento total da cadeia de osciladores ¢ L = (N + 1)a.

Define-se o comprimentos de onda A = 2(N + 1)a/p e um numero de onda K =2z / A= pn/(N + 1)a.
A relacdo de dispersao é:

Ka
O =20, sen7

NOTAS: E possivel, em alternativa a procura de valores proprios na matriz do sistema, utilizar a
relagdo de dispersao para obter as frequéncias proprias, mas este método nao da os valores das
amplitudes.

Assim, para N = 3, os valores de Ka que correspondem as posi¢des das massas em repouso sao m/4,
n/2 e 3m/4. Deduz-se que as frequéncias proprias sao 0,7653wo, 1,414w0, 1,8477w .

As frequéncias proprias estdo compreendidas entre 0 e 2wy,
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